ВСЕРОССИЙСКАЯ ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ
ПО МАТЕМАТИКЕ 2018-2019
ШКОЛЬНЫЙ ЭТАП
10 класс

Ответы и решения  к заданиям


1. Известно, что  a2 + b = b2 + c  =  + a. Какие значения может принимать выражение a(a2 — b2) + b(b2 — c2) + c(c2 — a2)?

Решение. 
Заметим, что равенство a2 + b = b2 + c можно записать в виде:
a2—b2 = c—b. Аналогично имеем b2—c2 = a—c, c2—a2 = b—a. Подставляя эти равенства в искомые выражения, получаем, что
a(a2 — b2) + b(b2 — c2) + c(c2 — a2) = a(c — b) + b(a — c) + c(b — a) = 0 .
Ответ: 0.

2. На  координатной   плоскости  изображены  графики  функций y= x2+bx+c и y=x2+cx+b. Найдите значения b и c. В ответе запишите уравнения каждой из функций.
[image: Рисунок к заданию 4]Рисунок к заданию 2
Решение. 
Некоторое  число  t  является  корнем  обоих  трёхчленов, поэтому t2+bt+c=t2+ct+b, откуда (b-c)(t-1)=0. Так  как  b≠c (иначе  параболы совпадут),  получаем,  что t =1. Если  парабола y=x2+bx+c пересекает ось абсцисс в точках -3 и 1, то по теореме, обратной Виета         
                                      b = -(-3+1)=2, c = -3∙1=-3.
Ответ: y = x2+2x-3 и y=x2-3x+2
· Полное верное решение — 7 баллов.
· Приведён верный ответ, и показано, что он подходит (в частности, указана координата общей точки пересечения парабол с осью абсцисс), — 3 балла.
· Верно найден общий корень, но при нахождении коэффициентов получены неверные значения из-за арифметической ошибки — 2 балла.
· Приведён только верный ответ — 1 балл.

3. 

В трапеции ABCD длина основания AD равна , а длина основания BC равна. Угол A = 15°, D = 30°. Найдите длину боковой стороны AB.

Решение. 
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Проведем BK параллельно CD. Заметим KD || BC, KB || DC, следовательно, KBCD параллелограмм и KD = BC =. AD – секущая параллельных прямых BK и CD, следовательно AKB =ADC = 30°. 


Далее найдем длину отрезка AK = AD – KD = . Боковую сторону AB теперь можно найти по теореме синусов для треугольника ABK: . При этом ABK = 180° – AKB – BKA = 180° – 30°– 15° = 135°. 

И  sin 135° = . Теперь можно найти AB, она получается равной 1.
Ответ: 1.
4. В десятичной записи некоторого натурального числа переставили цифры и получили число  в три раза меньшее. Доказать, что исходное число  делится на 27.
Доказательство. Пусть  а - исходное число, число в получено из числа а после перестановки некоторых цифр.  По условию  а=3в, т.е. число а делится на 3. Так как сумма цифр у чисел а и в одинакова, то по признаку делимости на 3, число в тоже делится на 3. Далее, раз число в делится на 3, а число а=3в,  то а делится на 9. Тогда согласно признаку делимости на 9, число в тоже делится на 9, а, значит, число а делится на 27. 
5. Петя показал Васе 37 внешне одинаковых карточек, выложенных в ряд. Он сказал, что на закрытых сторонах карточек записаны все числа от 1 до 37 (каждое  по  одному  разу)  так,  что  число  на  любой  карточке  начиная  со второй является делителем суммы чисел, написанных на всех предшествующих карточках. Затем Петя показал Васе, что на первой карточке написано число 37, а на второй — число 1. Вася сказал, что он тогда знает, какое число написано на третьей карточке. Какое?
Решение.  Сумма  всех  чисел,  кроме  последнего,  делится  на  последнее  число, значит, сумма всех чисел также делится на последнее число. Сумма всех чисел от 1 до 37 равна  19 ⋅ 37. Значит, последнее число равно 1, 19 или 37. Так как 1 и 37  стоят на первом и  втором местах, последнее  число — 19. Третье  число — делитель числа 37 + 1 = 38, то есть оно равно 1, 2 или 19. Мы знаем, что числа 1 и 19 расположены не на третьем месте, поэтому на третьем месте стоит число 2.
Ответ. 2.
Замечание. Приводить пример, как расположены числа на остальных карточках (или доказывать его существование), не требуется.
Критерии проверки
· Полное верное решение — 7 баллов.
· Утверждается, что  на  третьей  карточке —  число 2  или  число 19,  но других продвижений нет — 1 балл.
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